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126. Nachweisgrenze schwacher Ramanlinien auf Photoplatten. 
11. Spektraldichte und Varianz von u Kornnoise n allein 

von K. Frei und Hs. H. Giinthard 
(14. 1v. 59) 

1. Einleitung. - In einer fruheren Arbeitl) wurden Ausdrucke abgeleitet fur 
ein .4usschlagskriterium (deflection criterion) zum Nachweis scharf bestimmter, 
linienformiger schwacher Signalc auf Photoplatten, sowie fur die Spcktraldichte von 
Signal + Noise, wenn der Untergrund als GAuss’scher stochastischer Prozess be- 
schrieben wird. Die Redingung fur das Grossenverhaltnis von Signal und Untergrund 
lautete S < e-B/:’ T;,’/Y (spezifische Signalenergie S, T, Transmission des Unter- 
grundes, B = 2,303 @, y Kontrast, - ply Tragheit ; Dichte DN des Untergrundes liege 
in der Normalregion der Platte). 

In dcm vorliegcnden 11. Teil betrachten wir die Varianz des Untergrundes bei 
Annahme einer speziellen Autokorrelationsfunktion in Abhangigkeit von den Spalt- 
dimensionen, Plattengeschwindigkeit, Zeitkonstante und Registriergeschwindigkeit. 
In einer weiteren Publi’kation behandeln wir das Signal-zu-Noise-Verhaltnis und die 
Liniendeformation bei gegebener Linienform in Funktion von Spaltdimensioncn, 
Plattengeschwindigkeit, Zeitkonstante, Registriergeschwindigkeit und ((power spec- 
tnimn des Kornnoise2). 

Wie schon fruher erwahnt, sind bisher nur wenige Messungen der stochastischen 
Eigcnschaften dcr Kornigkeit photographischer Platten publiziert worden 3). W’ir 
gehen aus von Messungen der Autokorrelationsfunktion der optischcn Dichte, die 
von H. J. ZWEIG publiziert worden sind4) ; nach Wahl einer analytischen Darstellung 
dersclben wird dic Varianz dcr Transmission approximativ und asymptotisch be- 
rechnet. Dabei wird sich u. a. auch als asymptotisches Gesetz eine von sELWYN5) 
postulierte Relation zwischen Varianz und Spaltoffnung ergeben. 

2. Varianz des (g Kornnoisea. - 2.1. Wahl einer empirisch gestutzten Azttokorre- 
lationsfainktion. H. J. ZWEIG4) hat aus umfangreichen statistischen Messungen der 
optischen Dichte D von gleichmassig belichteten Photoplatten (Dichte i. M. bzw. 
0,8, 1,s und 2,O) empirische Korrelationsfunktionen 

E i .  
X- ’C D (xi(+ X) TI (xk) 

It = 1 

mit kreisformigen Photometerspalten fur 2 N M 10000 bestimmt. Nach ZWEIG’S 
Ansicht sind fur grosse x-Wert 3 die Ergebnisse unsicher; ferner stehen die beobach- 
teten Korrelationsdistanzen (Zrste Nullstelle der Korrelationsfunktion) in engem 

l) I<. FREI & Hs. H. GUNTHARD, Helv. 41, 1998 (1958). hiernach als I bczeichnet. 
2) Wird in J .  opt. Soc. Amer. veroiffentlicht. 

4, H. J. ZWEIG, J .  opt. SOC. Amer. 46, 805 (1956). 
5, E. W. H. SELWYN, Yhot. J .  75, 571 (1935); dam H. J. ZWEIG, vgl. 4). 

Vgl. (I ,  2) ; dazu  H. FRIESER & E. ZEITLER, Mitteil. Agfa. Rd. I und 11. 
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Zusammenhang rnit dem Radius der Photometerspalte. Es scheint, dass man ZWEIG’S 

Beobachtungen analytisch approximativ beschreiben kann entweder als 

(2-1) 
+ 

a) Dreiecksfunktion R’(x) = R(0)  [l - x/x,,] , x I xo 
= o  , x>xo 

oder als 
B) ~’(x ’ ,  = R(o)  [sin (n x/x,,)/(n x/x,,): ; (2-2) 

x = [x: +xi$ , 

h i d e  Funktionen sicd isotrop. 
Die Dreiecksfunktion hat eine nicht positiv definite FouRIER-Transformierte6). 

Zur zweiten Korrelationsfunktion gehort eine positiv semidefinite isotrope FOURIER- 
Transformierte (siehe w. u. 2-4). Obgleich keine Ubersicht uber die daraus resul- 
tierenden Fehler moglich scheint, machen wir fur die folgende Diskussion die An- 
nahme, dass die Autokorrelationsfunktion der stochastischen Grosse T,(x)-(T,) 
(Transmissionsschwankung des Untergrundes) approximiert werden kann, vermittels 
der isotropen Funktion 

(2-3) 

rnit R, und x, als Varianz bzw. Korrelationsdistanz des Prozesses. Dabei ist wieder 
hervorzuteben, dass TN(x) - (T,) mit infinitesimaler Spalte gemessen wird. 

Rs(xT = Ro[sin(n x/x,,)l/[n XI%] 

Zu (2-3) gehort die spektrale Dichte’) : 

- - m  

W 2n  
= (2 A)-,/ [Ro/(n/xo)] [sin(n xo/x)/xj (2 n)-l/ e - i k x c o i ( ~ - ~ )  e d x  

0 0 
m 

= (2 n)-l [R,,/(n/x,,)] . 

= [Rox,/2 n! [K$- k2]-i fur k < KO = 2 n/2 xo 
= o  fur k > KO 

sin(n x/xo) Jo (kx) dx 
0 

mit x = [x:+ xi+ und k = [kT+k$ . 
Misst man die Spektraldichte statt niit infinitesimaler rnit einer rechteckigen Photo- 
meterspalte (Breite 2 s und Hohe 2 l), so erhalt man rnit der Spaltfunktion U(y,, yz) 

(2-5) U(yl ,yZ)  = 1 fur - p s  I y1 s + p s  und -1 5 y2 5 + 1  
= 0 sonst 

6, Die dazugehorige Spektraldichte ist namlich 

= R’(0) (2 k)-’ IJi (k%) Ho (kxo) - Jo (k%) Hi (k%)l 
wobei k = [kf+ kilt und Jo , J, , Ho , H, BEssEL’sche bzw. STRUVE’SChe Funktionen sind. Diese 
Funktion nimmt auch negative Werte an. 

’) Vgl. A .  ERDBLYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER & F. G. TRICOMI. Tables of Integral 
Transforms Vol. 11, 10 (8.2-32) (1945). 
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das zugehorige "power spectrum N 
(Gk(G)) = [(Z ~ ) ~ / ( 4  e sl),] [%/2 n KO] [Ki-  k2]-*. (l/na) [sin, k, e s/k:] (l/nz) [sin2 k, l/k?j] 

fur k2 < K: = (2 n/2 x J 2  (2-6) 

2.2. Einfluss der Spal t funkt ion auf die Spektraldichte der Photoplatte. Mit der 
speziellen Spektraldichte (2-6) haben wir zunachst den Ausdruck (vgl. I, (3.2-5)) 

+m 

= 0 fur k2 > K i .  

(Gh(k1)) = [(zn)'/A2l . 1 I V(kl,kz) Y(GN(kl,k,)> dk, 
-m 

fur die Rechteckspalte (2-5) zu berechnens) : 

fur k: < I<: 
= 0 fur k l  > KB. 

Die Auswertung des Integrals scheint analytisch nicht moglich ; wir beschranken 
uns dahcr auf die folgende, einer asymptotischen Entwicklung ahnliche Approxima- 
tion. Fur genugcnd lange Spalten (Lange 2 1) ersetzen wir die Funktion [sin2 k,l/k;] 
durch die Funktion D (kJ, 

(2-8) 

In dieser Approximation ist das Integral elementar analytisch auswertbar, wobei 
drei Fallunterscheidungen berucksichtigt werden mussen. Fur die ersten beiden Falle 
hat man das Integral 

I) (k,) = 1' [I- 1 k, 1 /(nil)] fur 1 & I < n/l 
= o  fur 1 k, I > n i l .  

>fin ($1, I K R )  

1 2 1, [l- 1 k, 1 /(nil] [I<:- k l -  ki1-t dk, 
0 

zu bestimmen und erhalt : 
a) k: I I<:- (n/l),: (2-9) 

(Gh(k,)) = [Ro/n I<,] p - ,  s-, [sin2 k, e s/k:] . 

. {arc sin[(n/l) (I<:- k;)-i] + (n/l)-l [K:-k:- (n/l)2]*- [I<:- k:]*} 

(Gh(kl)) = [ H o / n  I<,] e- ,  s-, [sin2 k, e s/k;] . 
. { n / 2 -  (n/l)-l [I<", k?]*}. 

/I) Ki- (nil), < k: < I<:: (2-9') 

Dcr drittc Fall liegt vor bei k; > Kt :  
<Gk(kl)> = 0 (2-9 ") 

2.27.1. S e h v  kohe Spal te .  1st die Hohe 2 1 der Spalte gross verglichen mit der Korrelations- 
distanz xo, 

so kann die Funktion (Gk(k,)) aus ( 2 4 )  direkt, unter Benutzung von 

(2 n/z 1) < (2 n p  %) = KO, 

6 (k,) = lim (n 1) -l [sin2 k, l/ki] 
1-m 

') V ( q  = 3 { U 6) } , vgl. (I, 3.1-2); 
4 

I V(k) 1' = n-, [(sin2 k, e s)/k:] n-, [(sin, k, I)/ki] 
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oder aber aus (2-9) mittels einer Potenzreihenentwicklung um den Mittelpunkt (all) = 0 ent- 
wickelt werden. In beiden Fallen erhalt man asymptotisch 

fur k: < KZ,- (n/1), (2-10) 
<G~w> - 

< ~ h ( k , ,  k,)> = ~2 n ) ~  e s 11 ( ~ 2  n K,) N- k21-t s(k,) 6 M. 

% ( n / ~ ~  1) n-l [(sinz kl e s)/(k, e SPI [K:- k9-B. 
2.21.2. Sehr lange und sehr breife Spalte. Macht man e s * q, und 1 + q,. so wird das erste 

Glied der asymptotischen Entwicklung e s +- 00.1 + 00 
(2-11) 

Hier erhalt man fur die Varianz des Prozesses Ti(x)-(T,) asymptotisch 
+ W  

= J J <Gh(kl, k,)) dk, d k, N (2 JZ %/I(:) (4 e s 1)-l - (2 n/Kg) (&/A) (2-12) 
- w  

Diese Formel bedeutet, dass die Varianz des mit einer rechteckigen Photometer- 
spalte gemessenen Prozesses Tk(x) - (TN> asymptotisch umgekehrt proportional zur 
Flache A = 4  e s 1 der Photometerspalte ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass dieser 
Zusammenhang asymptotisch richtig ist fur fast alle Spaltformen, deren Mass A 
oberhalb einer gewissen Schranke liegt. Zuerst wurde dieses Gesetz von A. SEL- 
WYN’) gefunden. 

2.3. Einfluss der Registrierung auf Spektraldichte und Varianz. - 2.31. Spektral- 
dichte des registrierten Prozesses. Die Spektraldichte des mit Plattengeschwindigkeit 
v1 , Zeitkonstante t und Schreibergeschwindigkeit v2 registrierten Prozesses 
zT&(x’) - (T&) nimmt wegen (I, 3.31-2) 

fur die drei Faille 2.2. a), /?), y )  des langen Spalts die Formen an: 
<,Gh(k’)) = (VZ/Vl) <Gh(k’ VZ/Vl)> f (k’t v2)aI-l 

a) 0 < k‘, < [Kt- (n/1)9 (vi/vz). n/Kol 6 1: (2-13) 

<zGk(k‘)) - (%P) (n/Ko 1) (vz/vl) n-l [sin2 (k’e s vz/vl)l * - [k’e s V,/V~]-~ [Ki- (k‘~~/v~)~]-~][l+ (k’t v , )~ ] -~  

B) [Kg- (~/1)’] (V~/VZ)~ < k” < K: v:/v,~: (2-1 3’) 
< , G W ) )  - (%/KO) (v,/vl) n-l [sin2 (k’e s vz/vl)l We s V ~ / V ~ I - ~  

[n/Z - (n/l)-I [K:- (k’~,/v,)~]~ [1+ (k’t v~)~]-’  

7)  k‘ 2 KOvl/v,: (,%(k’)) = 0 .  (2-13“) 

2.32. Varianz des registrierten Prozesses. Ausgehend von der Spektraldichte 
(2GL (k’)) erhiilt man die Varianz @: des registrierten Prozesses 

+ W  

,u$(k’) = ,/ <,Gh(k’)) d k’ , 
--bo 

(2-14) 

wobei als Integranden in den jeweiligen Bereichen die entsprechenden Spektral- 
dichten (2-13), (2-13’), (2-13 ”) einzusetzen sind. 

Das letzte Integral scheint analytisch nicht auswertbar ; wir approliimieren daher 
[sina (k’ e s v2/vl)]/k’2 durch eine Dreiecksfunktion D (k’) : 

(2-1 5) D (k’) = (e s vz/vl)* [I- 1 k’ I/(n/(e s vr/vl))l fur k’ 5 n/(e s vz/vl) 
= o  fur k’ 2 n/(e s vs/vl) . 

Trifft man nun die Annahmen 
n/es  < KO und n/l 6 KO (2-16) 

9) Vgl. 6 ) .  4). 
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so folgt : 
die Integrationsgrenze in (2-14) wird bestimmt durch die Nullstelle der Drei- 
ecksfunktion, k’ = n/(e s v2/v1); 
der Rcreich p) wird asymptotisch leer, vgl. (2-16). 

Somit ergibt sich fur die Varianz (2-14) unter Benutzung von (2-13) und (2-16) 

2 & 4  = (V,/Vl) (R,/n) (n/K,1) 1 11 - k‘/(n/(e s V$/V1))1 . 
0 

. [I<:- ( ~ ’ V ~ / V ~ ) ~ ] - *  [l + (k’T v ~ ) * ] - ~  d k’, 

was sich elemcntar auswertcn lasst zu: 
&k’) = (H,/I<, 1) {p (1 +,2-* arctg $--l (1 +p2)* (n/KO e s) . il- (n/K, @ s ) ~ ] - ) ]  + (2-17) 

+ (nil<, p s) - p2 (1 + p * ) - i  . [.\rTg (1 - (x/K, p s)“* (1 + p2)-* - ArTg (1 +p2)  -41 } 
mit p = (Kotvl)- l  

wobei (z/K0 e s ) ~ +  (%/KO 
oder (x,/p s)% + (XJ)~ < 1 , (xn/l) Q 1 , (x,/p s) < 1 . 

< 1 , (n/ICo 1) g 1 , (ZIK, g s )  < 1 

Fur (n/Kons) < 1. kann man diesc Formel entwickcln um den Mittelpunkt 

(2-.18) 

(n/KOp s) = 0 und erhalt 

,of;” w (R,/n) ( x / K ,  1) ( ~ / 1 < ,  e s) I1 - (1/2) pz (1 +,u~)-~-  ( l / Z )  pz (1 + p y .  

Im Grenzfall 11, = (KO t vl)-l + 00 wird hieraus 

2~iz - (Ro/2 n) (n/I<, 1) (a/Ko p S) . (2-19) 

Diesc Formel ist wie zu erwarten identisch mit (2-12) fur die asymptotische 
Varianz des Prozesses Tk(x,)-;T&) auf der photographischen Platte, da fiir t + 0 
oder v1 + 0 natiirlich dieser Prozess exakt, d. h. ohne Verzcrrung durch das Filter- 
glied, registriert wird (SELwYN’sche Relation). 

Bei expliziter Benutzung der Korrelationsdistanz x, nchmen (2-17) und (2-19) 
die cinfache Gestalt an 

(2-17’) 2 ~ s  - (K,,n) (x,,/l) { p(1 + P ~ ) - ~  arctg [p-l (1 +p2)& (x,!g s) . (1 - (xu/@ s) I-*] 
-t (es/xo) p 2 ( l + p 2 ) - d .  r.lrTgjl - (%/@s)~$ (1+p2)-*-  .4rT.g(l+p2)-i] } 

wcnn x,,/l -g 1 , (x,/g s)2+ (x,,/l)t <: 1 , 
beziehungsweise 

wcnn ,u = xo/n z v1 
3. Diskussion der Gleichungen (2-17) und (2-17’). - 3.1. Zu den Bedingungen 

von (2-17) und (2-17’). Nach CL. A. J O N E S ~ O )  betragt bei der Emulsion Kodak 
Super XX der mittlere Kornradius ca. 0,5-1-10-3 mm, woraus zu schliessen 
ist, dass die Korrelationsdistanz xo die Grossenordnung mm besitzt, bzw. 
K, n.103 mm-l. 

Bei Photometcrn 11) fur die Registrierung von Spektrallinien misst die Spalthohe 
ca. 0,5-1 mm, d. h. (z/KO1) = xo/l wird von dcr Grossenordnung < 1 ;  fur die 

(2-1 9’) ’2 
PN - (En/? n) (Xo/U (xo/p  S) 

1 zusatzlich erfullt ist. 

l”) CL. ’\. JONES,  J .  opt. SOC. .\mer. 45, 807 (195.5). 
11) Wir verivendetcn ein Zmss-Schnellphotometer fur den optischen Tcil. 
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Registrierung der RAMAN-Linien von Flussigkeitsspektren wahlt man in der Regel 
p s 2 mm, somit (n/K, p s) w 10-l < 1. Demnach ware 

(%/1)2+ (%/@ s)Z w 1O-I  < 1 2 

so dass oft die Voraussetzungen fur Gleichungen (2-17) und (2-17’) erfullt sein 
durften. 

3.2. Die Grosse (20E;2/Ro) reprasentiert das Verhaltnis der mit Photometerspalte 
4 p s 1, Plattengeschwindigkeit vl, Zeitkonstante z und Registriergeschwindigkeit v, 
aufgezeichnete Varianz des Prozesses ,T; (x‘)-<Tk > zur Varianz desselben Prozesses 
bei Messung mit infinitesimaler Photometerspalte, verschwindender Zeitkonstante 
oder Plattcngeschwindigkeit. Sie enveist sich im Rahmen der Vo-aussctzungen als 
Funktion der drei Variablen 

y = %/1 
x = % / e s  
p = x,,/..czv, Verhaltnis von Korrelationsdistanz zu der Strecke, die die I’latte in der Zeit X T  

Verhaltnis von Korrelationsdistanz zu halber Spaltlange; 
Verhaltnis von Korrelationsdistanz zu halber Spaltbreite; 

zuriicklcgt. 

Da alle Formeln nur asymptotisch fur xo/l + 1 gelten, so erscheint die y-Ab- 
hangigkeit als einfache Proportionalitat. Es liegt daher nahe, die Grosse [.p&~~;l [y]-i 
als Funktion von x und / A  zu betrachten. 

3.3. Numerische Azlswertung. In Fig. 1 und 2 ist diese dimensionslosc Grosse als 
Funktion von ,u mit Parameter x bzw. als Funktion von x mit Parameter ,u dar- 
gestellt . 

Fig. 1 
[z~&/nN] y-i dargestellt als Funktion von p mit x als Parameter 

Aus Fig. 1 ersieht man, dass: 
E) [2uk/aN] [yl-t konstant wird fur p M 5 x, 
b) asymptotisch die in folgender Tab. 1 gemass (2-19’) angegebenen Werte annimmt : 

x . . . . . . . . . . 0,j 0,2 0.1 0,05 0,02 0,Ol 

[zul(./a~] [y l - ) .  . . . . 0,282 0,178 0,120 0,0892 0,0564 0,0390 
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Aus Fig. 2 geht hervor, dass i. allg. schon ein p M 0,5 entweder unendlicher 
Bandbreite oder verschwindend kleiner Plattengeschwindigkeit gleichkommt. Bei 
einer Korrelationsdistanz xo w mm und einer Zeitkonstante von 1 s entspricht 
dem p M 0,5 eine Plattengeschwindigkeit von v1 m mm/s. 

Fig. 2 
[2u~/rrx] y-* dargestellt als Funktion yon x mit p als Parameter 

Fur alle lop2 I p < 00 wird das asymptotische Gebiet bei x I 1-2-102 erreicht. 
Dies rechtfertigt die Annahme, dass man mit Spaltlangen von 1-2 mm (y w 
meist bereits im asymptotischen Gebiet (der y-Abhangigkeit) arbeitet. 

dieser Arheit. 
Wir danken dem Schweizerischen Nationalfonds (Projekt Nr. 1284) fur die Untcrstiitzung 

SUMMARY 

The autocorrelation function of photographic granularity has been assumed to be 
described by an isotropic function RN(x) = R,(sin(rrx/x,))/(n x/xo), cf. (2-3). Formulas 
for the distortion of the corresponding power spectrum due to the effect of slit func- 
tion (rectangular slit 2 1-2 es)  and of recording by a simple RC network (transfer 
function (1 + iwt)p1, time constant z, scanning speed vl, recording speed ve) have 
been derived. The results are expressed as the ratio defined by the variance of 
noise after passing the photometer divided by the variance without distortion by the 
photometer, 2~A/cN. The discussion of numerical application shows that there exists 
a certain region - slit variable x < 0,5, recording parameter p 2 0,5-1,0 -, where 
this ratio cannot be influenced by increasing p. 
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